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Von der Binomial- zur Normalverteilung
mit Hilfe des Computers

1. Wahrscheinlichkeitsverteilung im Lehrplan der AHS

Das Kapitel "Wahrscheinlichkeitsrechnung" wurde in Osterreich das
erste Mal im Schuljahr 1970/71 in den AHS nach dem reformierten
Lehrplan in der 8. Klasse unterrichtet[1]. Es standen dafdr keine
approbierten Lehrbicher zur Verfigung. Da das Kapitel "Kombi-
natorik" bereits im 19.Jahrhundert in den Gymnasien einen Teil
des Mathematiklehrplans ausmachte, ist es nicht weiter ver-
wunderlich, daB vor allem klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung
auf Kkombinatorischer Grundlage gebracht wurde. Die "Binomische
Verteilung” und die "Normalverteilung" war dabei nur fir das
Realgymnasium vorgesehen, wobei sie dort anfangs wegen Zeitmangels
kaum durchgenommen werden Xkonnten. Die letzte Reifeprifung nach
diesem Lehrplan fand 1981 statt.

Im Mathematiklehrplan 1978{2] (1. Reifeprifung 1982, letzte 1992)
wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die 7. und 8. Klasse
aufgeteilt. Fir die 7. Klasse wurden die Grundlagen bis zur Formel
von Bayes, fir die 8. Klasse die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
vorgesehen. Approbierte Lehrblicher standen dieses Mal von Anfang
an zur Verfigung und Umfragen in den didaktischen Lehrveranstal-
tungen am Insitut fir Mathematik der Universitdt Graz ergaben noch
Anfang der 90er~Jahre, daB sich fast alle von der AHS kommenden
Studenten an Beispiele zur Binomialverteilung erinnerten, aber nur

ca. 50% auch an Aufgabenstellungen zur Normalverteilung !
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Im neuen Lehrplan 1989 [3](1. Reifeprifung 1993) verteilt sich die
Wahrscheinlichkeitsrechnung wiederum auf die 7. und 8. Klasse.
Aber bereits die ersten drei Sdtze zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
im Lehrplan zeigen, daB sich Inhalt und Methode deutlich verdndert
haben !

"Schwerpunkt soll das Arbeiten mit zumindest einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung und das Bearbeiten von Problemen der Beurteilenden
Statistik sein. Dabei ist eine ausfihrliche Behandlung des Berech-
nens von (bedingten) Wahrscheinlichkeiten einzelner Ereignisse
nicht unbedingt erforderlich. Die Verwendung von Rechengeridten und
geeigneter Software ist zweckmdBig."

Der Lehrplan 1&4Bt filrs erste offen, welche Verteilungen in der
7. Klasse durchgenommen werden sollen. Es wird nur etwas spidter
betont, dal "Anwendungsaufgaben mit der Binomial- oder Normalver-
teilung" zu lésen sind. In der 8. Klasse ist dann das "Bearbeiten
von Problemen (etwa Berechnen von Wahrscheinlichkeiten, Schédtzen,
Testen) mit bekannten oder auch neuen Verteilungen" vorgesehen.
Allenfalls kann ein "vertieftes Betrachten von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen: Etwa: Vergleichen von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen (beispielsweise hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit)"
angestrebt werden.

2. Wahrscheinlichkeitsverteilung im Spiegel der Lehrblcher.

In Osterreich wurden in der Gratis-~Schulbuchaktion fir das Schul-
jahr 1992/93 vier approbierte Lehrbicher fir die 5.-8. Klasse zur
Auswahl angeboten. Davon stammt eines vom Reniets Verlag und zwar
das Buch "Novak, Mathematik Oberstufe 1-4" und drei vom Verlag
Holder~Pichler-Tempski. Es sind folgende Lehrbicher:
Blirger-Fischer-Malle, Mathematik Oberstufe 1-4 (kurz: B-F-M),
Reichel-Miillexr-Hanisch, Lehrbuch der Mathematik 5-8 (kurz: R-M-H),
Szirucsek-Dinauer-Unfried-Schatzl, Mathematik 5-8 (kurz: S-D-U-S).

Da nur das Lehrbuch von Novak in der 7. Klasse Aufgaben zur
Binomial- und Normalverteilung enthdlt, soll dieses Buch voran-

gescellt werden.
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Nach zwanzig Seiten Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik wird in der Losung zu einem Beispiel der folgende
Satz fir Binomialverteilungen ohne Beweis angeboten:

"Wenn ein Erfolg E in einem n-mal unter denselben Bedingungen
durchgefiihrten Versuch der Wahrscheinlichkeit p eintritt, dann ist
die Wahrscheinlichkeit P(X=k) fiir genau k Erfolge in n Versuchen

n k n -k
P(X = k) = [ « ] p (1 - p) "[4]

Nach 2wei Seiten Aufgaben und einer Seite einfiihrender Betrach-
tungen wird auf einer Seite die Normalverteilung aus der Binomial=-
verteilung wie folgt hergeleitet[5]:
"Wir stellen uns die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Binomial-
verteilung nun als stetige Funktion von xeR vor:

n x n - x

f(x) = P(X = Xx) = [ ] p (1 - p) .

b
Nehmen wir an, die Anzahl der Nagelreihen n (in der Praxis
gleichbedeutend mit der Anzahl der Betriebseinfliisse) wird sehr
groB; dann erhalten wir fir pu=n.p und o=/(n.p.(1-p)) durch

geeigneten Grenziibergang die Funktion:
2 2
1 —(x=-m) /(20)
f(x) = é
o J(2 m)

Diese Funktion wird Dichtefunktion der Normalverteilung genannt.
Die Wahrscheinlichkeit, daB die Zufallsvariable X einen in einem
bestimmten Intervall liegenden Wert annimmt, entspricht der in
diesem Intervall zwischen der x-Achse und f£(x) eingeschlossenen
FlicheZ." In der FuBnote 2 wird begrindet, daB auf einen Beweis
verzichtet wurde, da er Kenntnisse voraussetzt, die iber die
Lehrplanforderungen hinausgehen.

In dieser Darstellung bleiben beide Formeln fir den Schiiler Zau-
berformeln, mit denen er zwar rechnen kann, deren 2Zustandekommen
aber fir ihn rédtselhaft bleiben muB. Leider wird auch im Buch fur
die 8. Klasse keine weitere Erklarung gegeben. Am Ende des
Kapitels wird in der 7. Klasse auf die Unterstitzung durch den
Computer in einigen Zeilen hingewiesen, wobei besonders betont
wird, daB viele Beispiele des Kapitels Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungen mit SuperCalc5 bearbeitet werden kénnten.
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Alle drei anderen Lehrbilicher stellen aus durchaus verstindlichen
Grinden in der 7. Klasse die Binomialverteilung in den Mittel-
punkt. In der 8. Klasse wird dann die Normalverteilung eingefiihrt.
Im folgenden sollen die unterschiedlichen Konzepte fir die Ein-
fihrung der Normalverteilung in der 8. Klasse Xkurz skizziert
werden:

Im Lehrbuch R-M-H 8 wird nach der Einfihrung der stetigen Zufalls-
variablen der Begriff und die Eigenschaften der Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion gebracht und anschlieBend Erwartungswert und
Streuung mit Hilfe der Integralrechnung definiert. Das nichste
Kapitel stellt die Definition der Normalverteilung, die als die
wichtigste stetige Verteilung bezeichnet wird, an die Spitze.

"Die durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
2
1 - 0.5 ((x = p) / a)
f: y = é

g J(2 m)

festgelegte Verteilung heift Normalverteilung mit den Parametern 7
und g, kurz N(u;o?)-Verteilung. Der Graph von f heiBt GauBsche
Glockenkurve.

Ist insbesondere u=0 und ¢=1, so bezeichnen wir die Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion statt mit £ mit phi und sprechen von der
Standardnormalverteilung N(0;1)."[6]

Es folgen zehn Seiten, auf denen die neuen Begriffe erkldrt, und
das Arbeiten mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei-
lung

1 -t /2
$(z) = —_— b . dt
J(2 m)

-Q0

mit Hilfe der Tabelle fir das Ldsen verschiedenster Anwendungsauf-
gaben geilibt wird. Dann erst ist die Approximation der Binomialver-
teilung durch die Normalverteilung vorgesehen. Die Wichtigkeit
dieser Naherungsformel wird durch ein eigenes Kapitel "“Systema-
tisches Lésen von Anwendungsaufgaben zur Binomialverteilung mit-
tels der Normalverteilung"({7] unterstrichen.
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Die vier Grundaufgaben werden sehr gut in Musteraufgaben herausge-
stellt. Leider wird dabei auf eine anschauliche Interpretation mit
Hilfe der Glockenkurve vergessen. War der Einstieg zur Normalver-
teilung doch relativ abstrakt, so werden an vielen Beispielen die
Schiiler in das richtige Verwenden der Formeln und der Tabelle
eingeschult. Allerdings besteht die Gefahr, da nach dieser Art
der Einfihrung beim Rechnen der Zusammenhang zur Theorie beiseite
geschoben werden konnte.

In Lehrbuch S-D-U-S 8 werden zuerst diskrete Verteilungen behan-
delt, wobei auBer der von der 7. Klasse her bekannten Binomial-
verteilung, auch die Hypergeometrische Verteilung und die Poisson-
Verteilung drankommen. Nach einer Einfihrung in die Grundbegriffe
von stetigen Verteilungen auf sechs Seiten folgt ein anschaulicher
Einstieg in die Normalverteilung an Hand eines Beispiels iber das
Koérpergewicht Neugeborener. Dabei ergibt die konkrete Auswertung
der Tabelle der Geburtsgewichte von tausend im LKH Graz im Jahre
1991 lebend geborenen Middchen als Graph der Dichtefunktion eine
Glockenkurve. Die e-Funktion dafir wird dann einfach hingeschrie-
ben. Allerdings sollen die Schiler in den nachfolgenden Bei-
spielen{8] einige Uberlegungen zur Funktion anstellen, wobei sie
das auf der Lehrbuchdiskette befindliche Programm DGAUSS.EXE zum
Zeichnen von Glockenkurven 2zu verschiedenen Werten fir g und o
verwenden sollen. Sechs Seiten spiter wird dann die Binomialver-
teilung durch die Normalverteilung angenidhert.

Im Lehrbuch B-F-M 4 wird der direkte Weg iber die Binomialvertei-
lung eingeschlagen. Nach einer kurzen Wiederholung der Berechnung
des Erwartungswertes p und der Varianz ¢ einer binomialverteilten
Zufallsvariablen H wird auf die Problematik der Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten der Form P(H<K) bzw. P(H2K) mit Hilfe einer
Tabelle hingewiesen. Da derartige Tabellen prinzipiell nur fir
eine begrenzte Anzahl von Werten von n hergestellt wird, bendtigt
man eine Methode, mit der solche Wahrscheinlichkeiten fir groBe n
ndherungsweise bestimmt werden kann.
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Ausgangspunkt der Uberlegungen sind vier im Buch als Histogramme
bildlich dargestellten spezielle Verteilungen, zu denen im Buch
auch die Tabellen mitgeliefert werden. Aus der Darstellung sollen
die Schiiler erkennen, das Wahrscheinlichkeiten in Stabdiagrammen
durch Stablédngen, in Histogrammen durch Flicheninhalte (von
Rechtecken hit der Klassenbreite 1) dargestellt werden kdénnen.

Um diese Histogramme besser vergleichen zu kénnen, wird im Buch in
einer weiteren Figur - siehe Fig. 5.a-d - jedes Staffelbild iber
eine gemeinsame Skala, die "z-Skala" gelegt. Dabei missen die
urspringlichen Rechtecke verdndert werden. Die Breite 1 wird durch
g dividiert und die Linge nit o multipliziert, wodurch der
Flacheninhalt eines jeden Rechteckes ‘unverindert bleibt.

n=50, p=0,5, p=25, 0=3,54 n=100, p=0,5, p=50, 0=5
a-PiH=k) a-PlH=k)
(3RS ot !‘ 11
] A ,ﬁ‘jl z
_3 v -.-; "
-———" dmnd- —n A s + ! k
L Vs » »x
u H
Fig.5.2a Fig.5.2¢
n=350, p=0,3, p=15, 0=3,24 n=100, p=0,3, p=30, 0d=4,58
a-PiH=k) - a-PiH=k)

Fig.5.2b

Mit Hilfe von Berechnungen an desen Histogrammen soll der Schiiler
zum Schluf kommen, daB die Wahrscheinlichkeit P(HLpu+z.0) fir alle
binomialverteilten Zufallsvariablen H anndhernd denselben Wert hat
und somit von n,p, aber auch von #,0 unabhdngig ist. Sie hangt nur
von 2 ab. Weiters soll der Schiiler vermuten, "daB die Wahrschein-
lichkeit P(HSu+z.s) annihernd gleich dem Inhalt der Flidche ist,
den die (im Buch rot eingezeichnete) Kurve mit der ersten Achse
im Intervall ]~-w,z] einschlieBt"([9].

Y S
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Bei dieser Kurve handelt es sich um den Graphen der Funktion phi

mit:

phi(x) = - & , X € R
J(2 m)

Man bezeichnet sie als Gaufsche Glockenkurve und den Inhalt der
Fldache, den diese Kurve mit der 1. Achse im Intervall ]-«,z] ein-
schlieBt mit ¢(z2).

Nach dieser ausfihrlichen Darlegung erfolgt drei Seiten weiter die
Definition einer normalverteilten Zufallsvariablen: "Eine Zufalls-
variable X heiBt normalverteilt mit den Parametern pg und o (wobei
4,0 € Rund 0>0), wenn fir alle zeR gilt: P(Xsut+z.0)=9%(z)"[10].

In diesem Konzept steht somit der Ubergang von einer diskreten
Verteilung 2zu einer stetigen im Mittelpunkt. Man versucht dies
durch Staffelbilder veranschaulichen. Da aber fir n=50 bzw. 100
die Staffelbilder schwer 2zu zeichnen sind, muften verschiedene
Einheiten auf den Achsen gewdhlt werden. Dadurch geht ein
wichtiger Teil der Bildwirkung verloren, und der Schiler kann den
ausfihrlich beschriebene Ubergang vom Stab zum Rechteck in der an-
gebotenen Zeichnung nur sehr schwer nachvollziehen.

Beim StandardisierungsprozeB der Normalverteilung, wird die
Glockenkurve bewuBt unverdndert gelassen, und nur die Skalen auf
beiden Achsen gedndert. Mitautor Malle meint im Kommentar Ober-
stufenlehrplan{11], daB das "Kurvenschieben" graphisch sehr um-
stdndlich sei. Es sei fir die Schiler leichter verstdndlich, wenn
stets beide Skalen - die x-Skala und die z-Skala -~ gezeichnet
werde. Weiters wurde im Buch bewuBt, die in den anderen Bilchern
verwendete Transformationsgleichung z=(x-u)/0 vermieden. Ob dieses
Konzept wirklich geschickt ist, wird erst im Unterricht zu lber-
prufen sein.

Die e-Funktion fur die standardisierte Glockenkurve "f&llt" zwar
hier auch "vom Himmel". Ihre ZweckmdBigigkeit kann aber vom Schi-

ler jederzeit an der (roten) Begrenzungskurve ilberprift werden.

A T R R e




182

Durch das Nebeneinanderstellen dexr vier Lehrbuchkonzepte sollten
die verschiedenen Vorgangsweisen mit ihren Stdrken und Schwichen
aufgezeigt werden. Aus verstdndlichen Griinden ist in allen bespro-
chenen Blchern der Computer, wenn iiberhaupt, nur am Rande erwihnt
bzw. zum Einsatz vorgeschlagen. Uber weite Strecken sind die Vor-
schldge so gestaltet, daB der Mathematiklehrer frontal, 30 gut und
rasch wie méglich, die wichtigsten Fakten und Formeln vermittelt,
und der Schiler dann jenen Teil, den er wirklich zum Ld&sen der
Aufgaben benétigt, auswendiglernt und verwendet.

Die Formel fir die Normalverteilungung "fallt" in allen Bichern
"vom Himmel". Xenntnisse dJder Integralrechnung werden eigentlich
nicht bendtigt, da alle Aufgaben mit Hilfe der %(z)-Tabelle geldst
werden kénnen und auch Uberlegungen fiir #(-z) spidter oft iber
Formeln - ohne Kontakt mit der Glockrnkurve - vorgenommen werden.
Es scheint den Lehrbuchautoren in erster Linie wichtig zu sein,
daB schnell Aufgaben geldst werden kénnen. Tatsdchlich ist die
Zeit in der 8. Klasse nur kurz bemessen.

Leider kommt aber bei einem solchen Unterricht die Entwicklung
allgemeiner mathematischer F&higkeiten 2zu kurz. Nach dem neuen
Lehrplan 1989 sind im Zusammenhang mit dem Erwerb von mathe-
matischen Wissen und Kénnen und dem Anwenden von Mathematik fol-
gende Lernziele anzustreben:

%* Argumentieren und exaktes Arbeiten,
* Darstellen und Interpretieren,

* Produktives geistiges Arbeiten,

* Kritisches Denken.

In meinen computerunterstitzten Unterrichtskonzept, das in sechs
Kapitel erldutert wird, werden diese Ziele mitberiicksichtigt. Das
Konzept habe ich 1992/93 in der 3.d Klasse am BRG Graz Kepler-
strafe durchgefiihrt und auch die schriftliche und mindliche Reife-
prifung computerunterstiitzt gestaltet.
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3. Neuerungen wahrend des ersten Durchgangs
der Oberstufenreform 1989-1993

Mit Beginn des Schuljahres 1989/90 begann in Osterreich die
reformierte Oberstufe mit neuen Rahmenbedingungen:

Die Klassenschiilerhdéchstzahl wurde von 36 auf 30 herabgesetzt, was
1989/90 kleinere 5. Klassen bewirkte. Am Beginn der Oberstufe
gebildete Klassen missen erst dann am Ende eines Schuljahres auf-
geldst werden, wenn die durchschnittliche Schileranzahl pro Klasse
2ines Jahrgangs 14 unterschreitet. Dies hatte 2zur Folge, daB im
Schuljahr 1992/93 ein GroBteil der 8. Klassen an AHS in Osterreich
die Schiilerzahl 20 unterschritt.

AuBerdem verfligen seit 1990/91 alle AHS-Langformen uUber einen Raum
mit vierzehn Computern, so daf spater im Schuljahr 1992/93 in der
8. Klasse mehr als die Hilfte der Schiller ein eigenes Gerat zur
Verfligung hatten. Damit sind die Voraussetzungen fir einen
computerunterstiitzten Unterricht gegeben.

Im Rahmen der Oberstufenreform wurden erstmals Wahlpflichtgegen-
stdnde angeboten. Bei der Wahl entscheiden sich seit Jdnner 1990
Jahr fir Jahr so viele Schiiller in Osterreich fir das Fach
Informatik in der 6.~8. Klasse, daB dieser Gegenstand
Osterreichweit an der Spitze aller Wahlpflichtgegenstdnde 1liegt.
Fast jede Oberstufenklasse besitzt daher einige Schiiler, die die
Lehrer anderer Gegenstdnde, falls sie in den Computerraum gehen
wollen, bestens unterstitzen kdénnen.

Es gilt seit 1989/90 ab der 5. Klasse aufsteigend ein neuer
Mathematiklehrplan[3]. Dieser sieht in der Bildungs- und Lehrauf-
gabe und in den didaktischen Grundsdtzen den Personalcomputer als
mogliches Rechengerdt nicht nur ausdriicklich vor, sondern fordert
ein damit "vertraut werden®.

Aus den angefilhrten Grinden besteht von den Mathematiklehrern an
AHS ein Bedlirfnis nach passender Software. Im Jahr 1990 erhielten
sie Osterreichweit die Tabellenkalkulation SuperCalc5 und das
Stochastikprogramm von W. Stormer, im Juni 1991 das Com-
puteralgebrasystem DERIVE, alle mit Schullizenz. In vielen Fort-
bildungsveranstaltungen 2zu diesen Produkten wurde auferdem als
willkommene Ergdnzung das Shareware-Programm MATHEASS vorge-
stellt.
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Mit den genannten Programmen wurde eine brauchbare Basis fiir den
Mathematikunterricht geschaffen. Diese mug stdndig durch
Jpdatings auf die neuen Versionen und durch die Weitergabe
selbsterstellter Lehrer-Programme erweitert werden.

4. Die Bedingungen fir die 8.d Klasse am BRG-Kepler.

In die 5.d Klasse gingen 1989/89 25 sSchiler, in die 7.d Klasse
1991/92 19 Schiiler und in die 8.d Klasse 1992/93 noch 16 Schiiler.
Bis auf drei Schiler hatten alle von der 6. bis 8. Klasse den
Wahlpflichtgegenstand Informatik gewdhlt.

Im  Herbst 1991 beqgann ich immer hdufiger Mathematikstunden com-
puterunterstiitzt im 14-Gerdteraum zu halten. Ich verwendete dabei
alle vorher genannten Computerprogramme, mufte aber bald erkennen,
daB DERIVE einigen Schillern im Handling groBe Probleme bereitete,
aber gerade dieses Programm groBe Méglichkeiten fir eine Unmgestal-~
tung des Unterrichtes bietet. ‘

Daher versuchte ich durch eine intensivere Einfihrung in DERIVE
diesen Schiilern zu helfen, mupte aber bald erkennen, daf die
nétige Fertigkeit zu selbstdndigen Arbeiten mit DERIVE in der
Schule allein nicht zu erreichen ist. Da aber anderseits einige
Schiler sich bald recht gqut mit DERIVE auskannten, die Hausiibung
in Mathematik 2zu Hause am eigenen Computer zu machen begannen,
beschleld ich im Jdnner 1992, ab sofort die Schularbeiten alter-
nativ mit und ohne DERIVE anzubieten. Die Schiiller hatten dabei
2ine Woche vor den Schularbeitstermin ihre Wahl zu treffen.
Wollten bei der 2. Schularbeit im Janner 1992 nur 9 von 19 die
Schularbeit cmputerunterstiitzt schreiben, so waren es bei der
5. Schularbeit im Juni 1992 bereits alle Schiler.

Am Beginn der 8. Klasse brachten alle Schiler die schriftliche
Einversténdniserklérung der Eltern mit, daB ab sofort bei allen
Hausiibungen und Schularbeiten DERIVE verwendet werden Kkénne. Bis
Inde Oktober hatten alle einen PC daheim zur Verfldgung, drei davon
2in dlteres Leihgerit der Schule.

S e e s
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Da die Schilerzahl nur mehr sechzehn betrug, konnten in der Mathe-
matikstunde praktisch alle Schiiller im Informatikraum an einen
eigenen Computer arbeiten. Aus organisatorischen Griinden ergab
sich eine 1:1 Aufteilung zwischen den Zeiten im Klassen- und Com-
puterraun.

5. Mein Konzept zum Thema : Von der Binomial- zur
Normalverteilung

Da in der 7. Klasse mit der Binomialverteilung bereits Beispiele
geldst worden sind, habe ich die Normalverteilung als Grenzver-
teilung der Binomialverteilung fur grofe n und k eingefiihrt. Bei
dieser Gelegenheit wurde die Problematik des Uberganges von einer
diskreten zu einer kontinuierlichen Verteilung ausfihrlich
diskutiert. Es soll aber auch darauf hingewiesen werden, daB
stetige Verteilungen nicht nur als Grenzwert von diskreten
Verteilungen, sondern auch unabhdngig davon von Bedeutung sind.

Die bei Grenwertbetrachtungen zur Binomialverteilung entstehende
Glockenkurve kann jedoch nur dann als Graph einer Funktion des
Typs e X' erkannt werden, wenn dies im vorangestellten Kapitel
iber Exponentialfunktionen entsprechend vorbereitet wurde. Um bei
stetigen Verteilungen den Fladcheninhalt als MaB fur die Wahr-
scheinlichkeit erkennen zu koénnen, hat man die Integralrechnung
mit Fl&cheninhaltsberechnungen vorher durchzunehmen.

Ublicherweise werden fir die Berechnung von Integralen von e X'
Tabellen verwendet, Setzt man stattdessen den PC und eine
geeignete Software ein, so wird klarer, daB es sich dabei um die
numerische Berechnung bestimmter Integrale handelt. Damit ist eine
Methode entwickelt, die auch auf andere stetige Verteilungen iiber-
tragbar ist. Mit Hilfe solcher Software kénnen Beispiele zur Nor-
malverteilung statt mit einer Methode (Tabelle) mit mehreren

geldst werden.

Ich stelle in den folgenden funf Punkten die wesentlichen Schritte
des von mir durchgefithrten computerunterstiitzten Konzeptes vor.
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5.1 Stabdiagramm-> Histogramm-> Wahrscheinlichkeitsdichtepolyqgon

Im Klassenraum stellte jeder Schiiler fir sich die Tabelle der
Binomialverteilung fir n=10 und p=0.5 auf und verglich sie mit dem
Ergebnis am Demonstrationscomputer. Dann erstellte er dazu in
einer Zeichnung das Punkt- und Stabdiagramm, mit der Breite 1 das
Histogramm und schlieflich das Wahrscheinlichkeitsdichte~-
Polygon(W-Polygon).

Im Computerraum wird das nidchste Mal die Zeichnung (Punkt-, Stab-
diagramm und W-Polygon) fiir p=0.5 und p=10 mit DERIVE durchge-

fihrt.
1

Lernziele:

Der Schiler soll erkennen,

* da Wahrscheinlichkeiten in Stabdiagrammen durch Stabléidngen,
in Histogrammen bzw. W-Polygonen durch Fldcheninhalten dargestellt
werden,

* daB sich dabei beim Histogramm gegeniiber dem Stabdiagramm das
Intervall auf der 1. Achse um eine halbe Einheit auf beiden Seiten
vergréBert (Stetigkeitskorrektur),

* daB in Stabdiagrammen die Summe der Stablédngen 1,

* daB bei W-Polygonen der eingeschlossene Flicheninhalt 1 ist.

T SR - S
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5.2 Vom Wahrscheinlichkeitsdichtepolygon zur Verteilungsfunktion

AnschlieBend wurde flir n = 15, 20, 25 und 30 mit der gleichen
Wahr scheinlichkeit in eiem Bild die W-Polygone erstellt.
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Lernziele:

Der Schiler soll am selbst erstellten Bild erkennen,

* daB der Streckenzug immer mehr zur Kurve wird,

* daB das Bild symmetrisch ist,

daB p=n.p immer gréfer und b(u) immer kleiner wird,

daB die Fldche (Inhalt= 1) immer flacher und breiter wird,
daf im Grenzfall fur n->w die Fldche zur 1. Achse entartet.

* * *

5.3 Die Standardisierung

Da die Kurven nach rechts vom Bildschirm zu verschwinden begannen,
schlugen die Schiler selbst eine Zentrierung vor. Die ersten
Streckenziige wurden speziell transformiert, auf die Mdglichkeit
dafir eine Formel 2zu findenen (z=x-u) mnuBte ich erst hinweisen.
Fir alle transformierten Polygone war nun p=0. Daher berlegten
wir uns einen gemeinsamen Wert o. o¢=1 wurde von den Schilern
selbst vorgeschlagen. Nach einer Diskussion verstanden sie, daB
die vom Polygon eingeschlossene Fldche nur dann den 1Inhalt 1
behalten kann, wenn man gleichzeitig staucht und streckt.
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Mit etwas Hilfe erhielten die Schiiler die allgemeinen Transfor-
mationsgleichungen fiir die gesante Standardisierung:

z2=(xXx-u)/c und b(z) = g.b(x)

Sie fihrten diese Transformation am Bildschirm mit den vorhandenen
W-Polygonen durch, und stellten dabei {lberrascht fest, daB vor
ihren Augen eine Xurve entstand. Diese war um umso klarer zu
erkennen, je gréfer n wurde. Da jedes neue standardisierte Polygon
auf einem Farbmonitor mit einer anderen Farbe gezeichnet wurde,
lieB sich dieser Vorgang gut verfolgen.

/N
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Lernziele:
* Der "Schiiler soll von jedem W-Polygon die Standardisierung
durchfihren kénnen.
* Der Schiler soll aus dem Bild erkennen, daB Polygone mit gro-

Berem n immer besser auf die entstehende Kurve passen.
* Der Schiler soll aufgrund des Prozesses zur Formulierung fol-

gender Untersuchungsaufgaben angeregt werden:
- Gibt es eine Funktions f, deren Graph die erhaltene Kurve ist?

- Wie groB ist das Maximum dieser Kurve, also f£(0) ?

T T B NPTV g St L R e EE TR,
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5.4 Die Berechnung des Maximums der Grenzkurve und

der anschlieBend Suchvorgang nach f(x)

Die Formel fir die Binomialverteilung lautet:
k n-xk
B (k) :=CcOMB (n, k) p (1 - p)
COMB(n,k) ist die Schreibweise von DERIVE fir "n uber k".
Die Formeln fir den Erwartungswert u und die Varianz o sind:
b i=np o :=/(np (1 ~-p))
Jetzt wird fir n, k und p substituiert: n->2n, k->n, p=1/2 und

anschliefend vereinfacht.
1l an l1 2 n-n
B (n) := COMB (2 n, n) [__m] [1 - ———J

2 2
-3
Jr n!

In die Pormeln fir p und ¢ eingesetzt erhdlt man: p=n, o0=/(2n)/2.

‘B (n) :=

b(p) soll nun mit o multiplziert und dann vereinfacht werden:

- J2 Un [ - —%&]!

2 J/m n!
Bildet man von diesem Ausdruck den Grenzwert fir n->», so erhadlt
man das Maximum mit
1/J/(27) = 0.3989.

Die Berechnung dieses Grenzwertes bereitet den Schilern wenig

Probleme. Aber das Finden der Verteilungsfunktion war nicht

einfach.

Zuerst wurde im Klassengesprdch erarbeitet, daB eine Funktion mit

folgenden Eigenschaften zu bestimmen ist:

* f(0) = 1//(27) mit £(x)20 fir alle X.

* Der Graph von f ist glockenférmig u. symmetrisch zur y-Achse.

* Die von -® bis 4o von der Kurve und der x-Achse eingeschlos-
sene Flidche hat den Inhalt 1.

Die erste Eigenschaft kann keine Potenzfunktion, sondern nur eine

Exponentialfunktion besitzen. Die zweite Eigenschaft hat zum Bei-

spiel die Funktion e X', was mit DERIVE einfach mit "Plot Plot" am

Bildschirm uUberpriift werden kann. Die Funktion f(>c)~—-J./,,/(21r).e'xz

hat dann beide Eigenschaften.
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Die Schiiller integrierten diese Funktion von -o bis +» und
erhielten mit DERIVE /2/2 < 1. Daher wurde folgende Gleichung an-

gesetzt:
40
2
1 - ax
—— a dx = 1
J(2 m)

-0

Der erste LéOsungsversuch miBlang. Der Computer gab bei den
verschiedensten Versuchen sehr hdufig "no solutions found" oder
"2 = 1" aus !

Da aber die Schiiler selber zu einem brauchbaren Wert fir a kommen
sollten, sah ich mich veranlaBt, einige Ubungsbeispiele mit ein-
fachen Potenzfunktionen einzuschieben. Es erweist sich an solchen
Stellen im Unterricht als ginstig, mit solchen Beispielen 2zu
beginnen, bei denen die mit DERIVE erhaltenen Ergebnisse auch ohne
Computer Uberprift werden kdnnen (white box - black box -
Prinzip)[12].

Nach den eingeschobenen Ubungen wurde das uneigentliche Integral
durch ein bestimmtes approximiert. Aus dem Verlauf der symmetri-
schen Kurve erkannten wir, daB8 f(x) sehr rasch fir x->tw gegen 0
zu konvergiert. Wir ersetzten daher die bisherigen Grenzen i
durch *20.

20

2
1 - ax

é dx
J(2 m)
-20

Dann vereinfachten wir dieses bestimmte Integral und erhielten:

J2 J/a ERF [—Egygfl—l

2 |al

Die Schiiler waren schon so an DERIVE gewdhnt, daB sie sebst-
verstdndlich annahmen, daB DERIVE mit der hier auftretenden
Funktion ERF wird weiterarbeiten kénnen. Auch wenn sie selbst
keine genaue Vorstellung von dieser Funktion hatten.
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Die Schiiler setzten nun die Gleichung f(a)=1 an und versuchten

sie zu lodsen:
20 |aj
J2 Ja ERF [———————]

Ja

2 |a]

Da sie aber mit der Einstellung "Exact" nicht erfolgreich waren,
waren sie auf meinen Vorschlag hin bereit, die Optionen auf
"Approximate" zu stellen und es noch einmal mit "soLve" zu pro-
bieren. Nach einer verniinftigen Verkleinerung des angebotenen L&-
sungsintervall erhielten sie a_ = 0.499992 als L6sung.
AnschlieBend erhéhten sie auf meinem Vorschlag die Rechenge-
nauigkeit von 6 auf 15 Stellen, und erhielten tatsdchlich a = 0.5.
Die gesuchte e-Funktion war somit gefunden:

2
, 1 -xX [/ 2
f(x) = _—
J(2 m)
Die Losung der Gleichung f(a) = 1 ist die kritische Stelle in

meinem DERIVE-Konzept. Hier sind einige vorbereitende Ubungen
wichtig. AuBerdem eine intensivere Beteuung der Schiler an den
Geriten angebracht, da wirklich Jjeder Schiiler an seinem Gerat
a=0.5 erhalten sollte.

Der entscheidende Effekt tritt aber erst in dem Augenblick ein,
wenn der Schiiler miterlebt, wie die Kurve dieser Funktion wvon
links konmend tatsédchlich durch die vorgegebenen Punkte
"hindurchlduft". Mit jedem weiteren "PLOT" entsteht die Kurve mit
einer anderen Farbe aufs neue und Uberdeckt die alte derart, das
eine neue Mischfarbe entsteht.

N nnnwe i ®
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Lernziel:
* Der Schiler soll erkennen, wie durch Experimentieren mit

DERIVE die Ldsung eines theoretisch fir den Schiler nicht lésbaren

Problems durch gezielte Approximation erraten werden kann.

5.5 Verallgemeinerung fir p $ 0.5

Ein weiterer Vorteil der beschriebenen Vorgangsweise mit DERIVE
ist, daB der Schiiler eigenstdndig schnell erkennen kann, das
dieselbe Funktion £(x) auch flir standardisierte Binomialvertei-

lungen p ¥ q (= 1~p) gilt.
Aber nicht nur die standardisierte Glockenkurve kann der Schiiler

jetzt =zeichnen, auch die nicht standardisierte. Macht man die
Transformation, die zur Standardisierung gefidhrt hat, rickgdngigqg,

so erhdlt man die gewilinschte e-~Funktion :
2

1 = 0.5 ((x - p) / 0)
= e

o J(2 m)

Das folgende Bild zeigt die Punkte der Binomialverteilng in stan-
dardisierter und nicht standardisierter Form fir n=50 und p=0.3
mit den beiden dazugehérenden Funktionsgraphen.

4

f

Lernziel:
* Der Schiler soll an Hand der mit Hilfe von DERIVE erzeugten

Bilder erkennen, daB die symmetrische Glockenform der Verteilungs-
kurve bei groBen n auch fiir p + 0.5 in guter Ndherung qiltig ist.
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6. Demonstration verschiedener Loésungswege an Hand
eines Beispiels

An einem Beispiel aus einem Osterreichischen Lehrbuch sollen funf
mégliche Lésungswege fir den Schiiler demonstriert werden. Bieher
konnte bei diesem Beispiel - ohne Computer - nur ein Lésungsweg

mit der Tabelle, mit dem ich beginnen méchte, genommen werden.

"Die Sduglingssterblichkeit, dh. die Wahrscheinlichkeit, innerhalb
des ersten Lebensjahres zu sterben, betrage in einem bestimmten
Land 1.8%. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dag von 1000 zu-
f411ig gewahlten Sduglingen mehr als 950 und weniger als 980
Kinder den ersten Grburtstag erleben ?"[13]

Die Losung mit Tabelle
Der L&sungsweg von Ch. Sitz [14]:
n=1000, p=0.982 -> u=n.p=1000.0.982 = 982

P (950 < X < 980) = P (951 < X £ 979) =

979 + 0.5 - 982 951 - 0.5 - 982
&( )~ @ ) =
4.204 4.204

$(-0.59463)-¢(~7.49236)=1-4(0.59463)-(1 =~ $(7.49236)=

1 - 0.72395 - (1 - 1) = 0.27605

Kritik am Losungsweg:

Da die so durchgefilhrte Rechnung als vollsténdige L&sung - siehe
Titel des Buches - angeboten wird, ist das Fehlen des bildlichen
Bezugs zur Glockenkurve zu kritisieren. Wenigstens in den Muster-
aufgaben des Lehrbuches [15] hdtte es getan werden mlissen. Es be-
steht sonst die Gefahr, daB entgegen der Intention des Lehrplans
"nur" gerechnet wird, ohne den Bezug zu den zugrundeliegenden

Ideen im Auge zu behalten.
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Die Losung mit Hilfe der Binomialverteilung

k n -k
COMB (n, k) p (1 - p)
k 1000 - k
COMB (1000, k) 0.982 (1 - 0.982)
979 ) 4 1000 - k
z COMB (1000, k) 0.982 (1 - 0.982)
k=951

P( 951 £ X £ 979) = 0.270831

Mit Hlfe von DERIVE kann man jedes Beispiel zur Binomialverteilung
einfach in dieser Form rechnen. Es dauert nur manchmal etliche
Minuten bis der Computer das Ergebnis ausgerechnet hat. Bestimmt
man das Ergebnis anschliefend mit Hilfe der Normalverteilung, so
ist der Zeitaufwand betrdchtlich geringer. Die Ubereinstimmung der
Exrgebnisse nach beiden Wegen betrifft mehrere Stellen, was die
Schiler nach den selbst gemachten Bilddarstellungen nicht mehr
uberraschte.

Die Losung mit Hilfe des Integrals in standardisierter Form

4 = n.p = 1000 0.982 = 982

o =J/(np (1L -p)) =/(1000 0.982 (1 ~ 0.982)) = 4.20428
950.5 - 982
z] = = ~7.49236
4.20428
979.5 - 982
zy = = -0.594632
4.20428
-0.594632
2
1 -z /2
_ & dz = 0.276044
J(2 m)
-7.49236

Bemerkung zum L&sungsweqg:

Die zu integrierende Funktion bleibt immer gleich, die Grenzen
missen wie bei der Verwendung der ¢(z)~Tabelle transformiert
werden. Die Skalierung der graphischen Darstellung am Bildschirm
kann bei jedem Beispiel gleich gelassen werden.
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Die Ldsung mit Hilfe des Integrals in nicht standardisierter Form

2
1 - ((x —p) /o) [/ 2
e
o J(2 )
B = 982 und o = 4.20428
2
1 - ((x - 982) / 4.20428) / 2
é
4.20428 J(2 m)
979.5
2
1 - 0.5((x - 982)/4.20428)
é dx
4.20428 J(2 w)
950.5
393750 /2 31250 J2
ERF [ ] ERF [ ]
105107 105107
2 2

Bemerkung zm LOsungsweg:

In diesem Fall bleiben die Grenzen gleich, was das Verstédndnis
deutlich verbessert, dafir ist die zu integrierende Funktion kom-
plizierter. Vor allem bereiten die vielen, einzugebenden runden
Klammern beachtliche Probleme, weshalb dieser Weg fast nur von den
computererfahrenen Schiillern gewdhlt wurde. Die Skalierung der
graphischen Darstellung am Bildschirm muB8 bei jedem Beispiel neu
iiberlegt werden. 1Ist sie aber ginstig gewdhlt, so ist die
Zeichnung leichter zu verstehen als der standardisierten Form.

Die Losung mit MATHEASS

Mit MATHEASS 1Bt sich nicht nur fast jedes bestimmte Integral
rasch berechnen. Man erhdlt auBerdem ein anschauliches Bild am
Computer dazu. Ich habe daher MATHEASS hé&ufig im Klassenraum am

Demonstrationscomputer verwendet.
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1
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Bemerkung zu Matheass:

Es ist wirklich nicht einfach die e-~Funktion mit p und o richtig
mit allen runden Klammern im ersten Versuch einzugeben. Gelingt es
aber und widhlt man die Skalen glinstig, so erhdlt man ein sehr an-
schauliches Bild. Matheass kann nur dann zur L&sung von Aufgaben
zur Normalverteilung herangezogen werden, wenn der Flédcheninhalt
als MaB fur die Wahrscheinlichkeit zu berechnen ist. Sind aber die
Intervallgrenzen oder u oder o¢ gesucht, so hat man DERIVE zu
verwenden.

7. Ein weiterer Zugang zur Normalverteilung

Ich habe bisher ein Unterrichtskonzept dargestellt, in dem die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung ilber die Binomialver-
teilung gefunden wurde. Um die Eigenstédndigkeit der Normal-
verteilung im Unterricht herauszuarbeiten, ist es aber glnstig,
den Schiilern noch einen anderen Zugang zu zeigen.

Ein solcher wird im Buch "Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik™ von Brenner-Lesky-Vogel im Kapitel "Normalverteilung"
[16] vorgeschlagen. Es wird mit drei Wirfel-Beispielen begonnen.
Die Augenzahlen eines Wirfels genligen einer diskreten Gleichver-
teilung, die Augensummen zweier Wurfel einer diskreten Dreiecks-
verteilung und die Augensummen dreier Wirfel n&hern sich einer
glockenfdrmigen Verteilung.

Die Vorteile dieses Einstiegs liegen einerseits in der
Moglichkeit 2zu eigenem Experimentieren, andererseits darin, daB
bei der Behandlung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der
7. Klasse diese Uberlegungen bereits vorbereitet worden sind.
Daher habe ich diesen 2Zugang in mein computerunterstiitztes Konzept
eingebaut.

Ich habe also mit den Schillern die Verteilung der Augensummen
dreier Wirfel mit Hilfe des Computers untersucht. Die Werte der
Verteilung und den Erwartungswert u riefen wir sofort durch das
Stochastik-Programm von Stormer ab. Die Varianz ¢ aber lieB ich
die Schiiller selbst berechnen, damit ihnen bewuBft wird, daB es sich

dieses Mal um keine Binomialverteilung handelt.
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Dann zeichneten alle mit Hilfe von DERIVE den Punktgraphen. Wir
stellten die Noralverteilungsfunktion mit p=10.5 und 0=2.958 auf
und mit "PLOT PLOT" erhielten wir das folgende Bild:

’:'s.
-/.‘/

'
2 ]

In Anlehnung an Brenner-Lesky-Vogel [17] formulierte ich den
zentralen Grenzwertsatz:

S5ind die voneinander (stochastisch) unabhidngigen Zufallsvariablen
Xj (i=1,2,...,n) mit g und o identisch verteilt, dann nihert sich
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der 2zufallsvariablen X = ZXj
mit wachsendem n immer mehr der Normalverteilung.

Dieser Satz bleibt unter geringen einschrinkenden Voraussetzungen,
die in der Praxis fast immer erfiillt sind, fir nicht identisch
verteilte Zufallsvariable qiiltig.
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